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Contexte @

Introduction du A-calcul
Par Alonzo Church (1930) :

= Fournit un cadre formel exprimant fonctions et calculs
m Définit et caractérise les fonctions récursives

Sert de base formelle pour :

® Des langages de programmation fonctionnelle

® Un métalangage pour preuves assistées par ordinateur
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Syntaxe

Termes :

" x variable
® \x.M abstraction
m (M)N application

Dans le terme Ax.M, X est appelé le fieur de x.
Une variable non liée est dite libre.
Un terme clos est sans variable libre.

Exemples

B T3 = Aydx.(x)y = Ayx.(x)y : x,y tous deux liés par des A
B Ty = (Ax.(x)x)y : x liée, y libre

5 sur 30



-
Substitution, réduction @

Mécanisme a la base du calcul des \-termes :
Substitution et réduction en A-calcul

T, M, T i=x | A&x.M | (M)N
m Reégle de B-réduction :

(A.M)N — 3 M{N/x}
———

rédex

® On note —»4 la cl6ture réflexive transitive de — 3.
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-
Substitution, réduction @

" succ = Anfx.((n)f)(f)x
" (succ)2 —p 3 = Mx.(F)(F)()x.

(b (M))(Fx) A (F)(F)x — M (M (F)(F)F) (F)x

N\

—3 Afx. ()\x.(f)(j)x)(f))i
— g Mx.(F)(F)(F)x
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Réduction de téte, forme normale @

Un terme est en forme normale si aucune réduction n’est possible.

Contre-exemple

w = (Ax.(x)x)Ax.(x)x

Réduction de téte : AX. (Ax.M)N P
——
redex de téte

Exemple

Y =)\f.g)\x.(f)(x)x))\x.(f)(X){ —8

-~

A .(F) S)\x.(f)(x)x))\x.(f)(x){ —g ...

-~
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A-calcul avec ressources @

Introduit pour décomposer |'évaluation de A-termes, décrivant ainsi la
consommation de ressources :

Termes du calcul avec ressources

B A=s,tu=x|Axs|s[t,..., &k
® Réduction : (Ax.s) [t1, ..., tk]
—_—

rédex
chaque t; remplace un seul x via réduction linéaire de téte
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Développement de Taylor @

But : étudier le comportement quantitatif d’'un programme

Développement de Taylor (Ehrhard-Régnier) :

A-terme : — ensemble de termes avec ressources :
(M. T)U — {(Ax.t) [u"] | n € N}

Question :

Soit E un ensemble de termes avec ressources. Quand peut-on trouver
un A-terme T tel que E converge vers T 7

On veut caractériser les ensembles de termes avec ressources qui sont
exactement le développement de Taylor de A-termes.

10 sur 30



Plan @
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A-calcul avec ressources @

|
Termes du calcul avec ressources A"

Par induction :

m Termes simples :

A=s, ti=x|AIx.s|s[t,..., t]
® Poly-termes simples :
A'=S T:=1
[s]

TS:[t1,...,tk][51,...,s/]:[tl,...,tk,sl,...,s,]
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Réduction

Exemple

B 2, = Mx.f[f[x]]
= succy, = Anfx.(n[f, f])[f[x]] = Anfx.(n[f2])[f[x]]
m sucey, [2,] = 3r = MXF[F[F[X]]]-

Qe (alf, DAL A A (B AIFLDIE, £]) (1]

—r Afx. \()\x.f[f[i]]) [7x]]
—r MxFIF[F[X]]]



Réduction @

Avec ressources

= Régle de réduction : Soit r = (Ax.s) [s1, ..., Sk].

rédex

0 Si k # #0Ls(x), alors r —, 0.

o Sinon, r —, {S < 51/Xf(1),...,5k/x,r(k) >>| fe O'k}
ol {xy,...,xk} = OLg(x).

= Fermeture réflexive transitive : —,C P(A(") x P(AD).
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Forme normale dans A(") @

A-calcul : souvent, les termes n’ont pas de forme normale.

Forte normalisation dans le calcul avec ressources
La procédure de réduction de tout terme dans A(") (vers une forme

normale unique) est toujours finie.

Fonction forme normale

On peut introduire une fonction NF : P(A(") — P(AM) qui associe
a un terme sa forme normale.

Exemple

NF ({(Mxx[x?]) [(Axx[x])*]}) =
NF ({(Ax.x[x]) [Mxx[x], Ax.x[X]]}) = NF({(Ax.x[x]) [Ax.x[x]]}) = 0.
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-
Développement de Taylor d'un A-terme @

Régles

Soit T un A-terme (T € A). Le développement de Taylor de T, 7(T),
T:N— P(A) est :

uSiT=x7(T)={x};

B SiT=XMU 7(T)={ xu|uveT(U)};

= Si T = (U)V,

(T ={uV=ulv,...,w]|ver(U);keN;v,...,v € 7(V)}
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Développement de Taylor : Exemples @

T(2) = T(AX.(F)(f)x)
= {MCFFIXR), . FIX™] | m e N; b, ..l € N}

r(succ) = T(Anfx.((n)F)(F)x)
= Db ([ FDIFXM, ... Flx™]] | k,m, k... I € N}
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Ce que I'on veut caractériser @

Soit £ un ensemble de termes avec ressources. On veut savoir a
quelles conditions & provient d'un A-terme.

Caractérisation

Précisément, on veut connaitre les ensembles £ de termes sous forme
normale tels qu'il existe M € A tel que

E = NF(T(M))
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Ce que I'on veut caractériser @

Exemples

® () provient de w = (Ax.(x)x) Ax.(x)x.
= {Anfx.(n[f)[FIX"], ..., f[x™™]] | k,m, h,...,In € N} provient de

Succ.

m {x11,x1[x2 1], x1[x2[x3 1]], ...}, {x,y} ne proviennent d'aucun
A-terme.
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-
Théoréeme de Ehrhard-Régnier @

Vers la caractérisation : les arbres de Bohm (BT)

Théoréme
Soit M € A. Alors :

7(BT(M)) = NF(r(M))

Pourquoi étudier les arbres de B6hm ?
m 7(M) : raffinement quantitatif de BT (M)

m || existe une caractérisation due & Barendregt des BT (en tant
qu'arbres) provenant de \-termes

® On cherche une caractérisation des BT en tant qu’ensembles
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Arbres élémentaires @

Arbres élémentaires (EBT)

EBT : b, c:i=Q | Axp...xn—1-(¥)bo ... bx_1
Munis d’une relation d’ordre C définie par induction :
" QCbh Vb e EBT

B )\ .. .X,,_1.(y)b0 ...bi_1 Cc
Sic=Axg...Xp—1.(y)c0...ck—1 €t b; C ¢; Vj.

22 sur 30



B —
Arbres de Bohm @

Arbres de Bohm
Soit M € A. On définit par induction sur n, BT,(M) € EBT :
= BTo(M) =Q;
L BT,,_H()\XO c Xp_l.(y)/\/lo . /\///_1) =
AX0 ... Xp—1.(y)BTo(Mp) ... BTa(M;_1);

L BT,H_l()\XO 50a Xp_1.(()\y.Q)R)M0 000 M/_l) =

BTo(Axo ... xp—1.(Q{R/y} )My ... M;_y1).
Finalement,

BT(M) =|} {BT,(M),n € N} C EBT
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Exemple

Y' = (Yo) Yo = (Ax.(F)(x)x)Ax.(f)(x)x

= BTo(Y') =Q = BT1(Y)

" BTL(Y') = (F)Q

w BT3(Y') = (F)(F)Q etc...

= BT(Y') = {Q, (A, (F)(HQ, (F)(F)(HQ.. .}
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Théorémes de caractérisation

Théoréme (Barendregt) :

VB BT :
3T A-terme tel que BT(T) =B < B r.e. et FV(B) fini.

Théoréme :

VB ensemble d’'EBTs :
3T A-terme tel que BT(T) =B < B r.e., FV(B) fini et B C-idéal.

25 sur 30



..
Idéal d'EBTs @

Dans notre cas les deux critéres de Barendregt sont insuffisants.

B C EBT est un idéal si :

" QeB;

B si pour tout ¢ € B, b C ¢ implique b € B;

m si b, b € B, alors il existe c € B tel que b, b’ C c.
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-
Un premier théoréme @

Théoréme :

VB ensemble d’'EBTs :
3T A-terme tel que BT(T) =B < B r.e., FV(B) fini et B C-idéal.

= : se vérifie facilement.
< : reprendre le théoréme de Barendregt et adapter au cadre
ensembliste.
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-
Exemple @

Soit b = Ay.(y)(y)x
Son BT est B={Q,\y.(y)Q, \y.(¥)(»)Q, A\y.(y)(y)x}

Ay.y

y.
;o
J(xx

Figure: L'arbre de B, {Q, (y)Q, (y)x} et {Q,x}



Plan @

Conclusions et futurs développements

29 sur 30



Conclusion @

= Notion d'idéal insuffisante : ordre sur
{yLylx] ylx, x],ylx, x,x] ...} ?
pour décrire le développement de Taylor on utilise une relation de
cohérence

® A montrer : caractérisation du développement de Taylor de
A-termes
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